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分布式矩阵−向量乘掉队节点编码新方案

韦宝典，莫肇豪，马啸
（中山大学计算机学院，广东 广州 510006）

摘 要：编码分布式计算（CDC）是利用纠删码解决掉队节点问题的一种主流方案，但是现有相关工作忽略了

掉队节点的计算性能，产生了较多额外编译码时间。针对此问题，基于阶束矩阵码（HBMC），提出固定码率阶

束编码分布式计算（F-HB）以及无速率阶束编码分布式计算（R-HB）两类方案，其中，F-HB能够解决掉队节

点问题，降低编译码时间；R-HB利用掉队节点完成计算。理论分析和实验仿真均证明了所提方案在解决掉队节

点问题、降低额外编译码时间及提升计算效率方面的有效性。仿真结果表明，与未编码分布式计算（UDC）方

案相比，所提两类方案任务时间分别减少68%与74%。基于HBMC的F-HB和R-HB方案通过降低编译码时间、

利用掉队节点计算性能，显著缩短了分布式矩阵−向量乘计算系统的任务时间，为解决掉队节点问题提供了高效

可行的新途径。
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Abstract: Coded distributed computing (CDC) has been recognized as a classic method to mitigate stragglers via erasure 

codes. Nevertheless, previous studies ignored the work completed by stragglers and incurred additional coding over‐

heads. Thus, two coded computation methods based on hierarchical bundle matrix codes (HBMC) were proposed, fixed-

rate hierarchical bundle coded distributed computing (F-HB) and rateless hierarchical bundle coded distributed comput‐

ing (R-HB). F-HB was designed to solve the straggler problem and reduce coding latency. Based on this, R-HB further 

exploited the work completed by stragglers. The effectiveness of the proposed schemes was verified through theoretical 

analysis and experimental simulation. Numerical results show that F-HB and R-HB reduce task time by approximately 

68% and 74% respectively, compared to uncoded distributed computing (UDC) methods. F-HB and R-HB based on 

HBMC reduce the task time of distributed matrix-vector multiplication computing systems significantly by lowering the 

latency of coding and exploiting the work completed by stragglers. The proposed schemes provide an efficient and fea‐

sible new approach to solving the straggler problem in distributed computing systems.
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0　引言

在大数据人工智能时代，机器学习、数据挖掘

等应用会涉及大规模的矩阵和向量乘计算。要完成

此类计算任务，需要采用更高性能的计算系统，例

如分布式计算系统。分布式计算是指由一组计算设

备（称为计算节点）组成的系统模型。节点之间会

共享网络和存储资源，共同完成任务。相较过去的

集中式计算，分布式计算的任务负载由多个节点承

担，因而能提供高效的计算服务。由于分布式系统

的实现成本低，容错性能高，分布式计算已应用在

网络服务、并行计算等领域中[1]。

近几年，国内外学者对分布式计算相关问题进

行了深入的研究[2-6]，例如掉队节点问题。在完成

任务的过程中，部分节点可能出现掉队现象，即这

些节点完成任务的速度远低于其他节点，或者由于

争夺共享资源、能源不足、网络拥塞等问题暂时断

开与网络的连接[7]。掉队节点会显著增加系统的任

务时间。

解决掉队节点问题的朴素做法大致有3类：一是

将低速节点任务重新分配给高速节点[8]，但该做法

未能充分利用低速节点的计算性能；二是在某个节

点完成任务后，系统重新分配当前所有未完成的任

务[9]，但该做法的通信开销大；三是简单地复制同

一子任务给多个节点进行计算，结果由计算速度最

快的节点确定[10]，但该做法同样会造成高通信负

载和计算开销。

1　相关工作

近年来，编码分布式计算（coded distributed 

computing，CDC）已成为解决掉队节点问题的主

流方案。CDC将掉队节点问题视作一种删除信道

模型，并通过纠删码恢复掉队节点信息[11]。相较

前述方法，CDC产生的时延和开销更低。

文献[11]将极大距离可分（maximum distance 

separable，MDS）码应用到计算线性任务的分布式

系统中。该方案将掉队节点的计算结果视作被删除

的数据，并通过其他节点的计算结果加以恢复。基

于重复编码与MDS编码，文献[12]设计了一种近

似计算方案，通过划分子任务的优先级，减轻掉队

节点的影响。文献[13]提出了一种稀疏编码方法，

通过随机加权组合和混合解码策略，实现了接近最

优的恢复阈值和线性解码时间。文献[14]提出一种

低权重（low-weight，LW）编码的方法，把计算矩

阵分割为多个子矩阵块，并将少量子块的随机线性

叠加分配给每个工作节点，以减少编码后矩阵的非

零元素数量，降低计算开销。文献[15]采用卢比变

换（Luby transform，LT）码构造生成矩阵，并使

用高效译码算法进行译码，降低译码复杂度。在此

基础上，文献[16]在LT码译码的过程中加入了反馈

机制，使主节点能够利用反馈信息，进一步加快译

码速度。文献[17]提出了一种基于空中计算和模拟

编码的方法，通过任务粒度调整和无线资源协同，

缓解掉队问题。文献[18]提出了一种基于代数函数

域的编码方法。该方法利用代数曲线上的函数域而

非传统多项式，在固定有限域上构造编码，从而将

问题转化为代数曲线的半群组合优化问题，实现接

近最优的恢复阈值。上述方案通过引入冗余，解决

掉队节点问题。然而，上述方案仅通过正常节点的

计算结果恢复丢失信息，完全舍弃了掉队节点的计

算性能。当系统中掉队节点较多时，计算资源会被

大量浪费。

针对计算资源浪费问题，可以进一步细分计算

任务，使掉队节点在有限的计算速度下能够完成少

量任务。文献[19]提出了贝鲁特（Berrut）近似编

码计算方法，基于Berrut有理插值进行编解码，能

够近似计算任意函数，且不需要固定恢复阈值。文

献[20]提出了草图编码方法，通过结合草图计数随

机压缩技术与结构化多项式编码，能够在保证近似

精度的同时，显著减少需要等待的节点数量。文献[21]

提出一种具有层结构的CDC方案。该方案将计算

矩阵划分为多个子计算层，节点完成当前层计算任

务后，才会计算下一层任务。该方案采用不同码率

的MDS码对不同层进行编码，使掉队节点参与部

分任务的计算。文献[22]将高维矩阵乘法任务分解

为多个子任务，并通过多项式编码（如拉格朗日多

项式）生成冗余计算任务，以容忍掉队节点。该方

案会根据节点计算性能进行动态任务分配，并回收

所有已完成的计算来恢复最终结果，避免资源浪

费。文献[23]提出无速率LT码CDC方案，利用LT

码能够生成任意数量编码符号，且接收足够数量编

码符号即可译码的特性，将掉队节点的计算结果也

纳入译码过程中。文献[24]指出无速率LT码CDC

方案所需额外编译码开销大，并提出一种基于猛禽

码的无速率CDC优化方案，降低编译码开销和计
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算时间。上述方案一定程度上解决了计算资源的浪

费问题，但存在编译码复杂度较高的问题，导致额

外的性能开销。

针对现有CDC方案中存在的问题，本文提出

两种基于阶束矩阵码（hierarchical bundle matrix 

codes，HBMC）的CDC方案，以解决分布式矩阵−
向量乘计算中的掉队节点问题。首先，提出固定码

率阶束编码分布式计算（fixed-rate hierarchical 

bundle coded distributed computing，F-HB）方案，

对计算矩阵进行编码，并将编码矩阵分发给各节

点。当完成任务的节点个数达到恢复阈值时，主节

点就能够高概率恢复目标结果。其次，提出无速率

阶束编码分布式计算（rateless hierarchical bundle 

coded distributed computing，R-HB）方案，利用

HBMC的阶束结构，选取随机的束对计算矩阵进行

编码，产生编码符号并不断发送给当前空闲节点，

直到主节点成功恢复目标结果。本文的核心贡献

如下。

1) 提出基于HBMC的两类CDC方案（F-HB和

R-HB），分别解决固定码率场景下的低开销译码问

题和无速率场景下的掉队节点计算利用问题，填补

了现有方案在“低复杂度+资源高效利用”方面的

空白。

2) 建立了F-HB和R-HB的期望任务时间模型，

通过理论推导证明了方案在时延性能上的近最优

性，为方案参数优化提供了理论依据。

3) 与MDS码、LT码、LW码等传统及新近方

案进行仿真实验对比，验证了本文方案在任务时

间、鲁棒性方面的优势。

4) 所提方案可直接推广至傅里叶变换、梯度下

降等非线性分布式计算场景，具有广泛的应用价值。

2　问题建模

考虑由一个主节点和 k个计算节点构成的分布

式系统，如图1所示。

系统的任务是计算矩阵−向量乘 y = Ax，其中

A ∈ Fm × n，x ∈ Fn，而F为有限域。为此，主节点

将矩阵A按行尽可能地均分为 k个子矩阵，即A =

(AT
1 ,AT

2⋯,AT
k )T

，并将 Ai 和 x 发送给第 i 个节点，

i ∈ {1,⋯,k}； 第 i 个 节 点 在 本 地 计 算 子 任 务

yi = Ai x，然后将结果 yi 返回主节点。主节点收到

所有 yi 后，即可得到 y = ( yT
1 ,⋯,yT

k )Τ。该系统存在

“掉队”节点，即部分节点的计算结果到达时间要

远大于其他节点，甚至是无限大的[7]。由于系统的

计算时间取决于最慢节点的计算时间，这些“掉

队”节点会显著影响系统性能。

如图2所示，编码分布式计算CDC使用纠删码

解决掉队节点问题。

设一纠删码的生成矩阵为 G ∈ Fkw × m，其中

w >
m
k

 对应各节点所需计算的向量乘次数。主节

点把B = GA按行均分给 k个节点；第 i个节点收到

其对应的子矩阵Bi 后，计算并返回结果 y͂i = Bi x。

若主节点可以从任意d个节点返回的计算结果译码

恢复 y = Ax，则称d是可解节点数，称最小的可解

节点数 d͂是恢复阈值。此时要求由 d͂个节点的子矩

阵Bi构成的矩阵集合中存在满秩矩阵。

3　基于HBMC的CDC方案

本节首先简单介绍 HBMC，然后展示如何将

HBMC应用到分布式矩阵−向量乘计算中，并在上

述模型框架下提出两种基于 HBMC 的 CDC 方案，

以解决掉队节点问题。

3.1　阶束矩阵码

HBMC是一种基于随机线性组合与分块思想的

线性时间纠删码[25]，能够以高概率从任意(1 + ϵ )m

个编码符号译码恢复出m个信息符号，其中 ϵ为额

外译码开销系数。HBMC具有良好的稀疏性，其编

D1+ A5B=GA

B1 B1x

B2x

Bkx

B2

Bk

1+1
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1+k
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 ky%
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图2　采用纠删码编码的分布式计算系统
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图1　未编码的分布式计算系统
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译码复杂度低，仅为 O (ϵm2 )。与 LT 码类似，

HBMC既能够根据固定码率 c，将m个信息符号编

码为 cm个编码符号，也能够以不固定的码率生成

任意数量的编码符号。

考虑固定码率 HBMC，将信息序列记作 U，

生成矩阵记作 G，其中 U ∈ Fm，G ∈ Fcm × m。发

送方先对U编码，得到码字序列V = GU。V在删

除信道中传输，接收端通常情况下仅能收到V的

一部分编码符号。在收到 V中的任意 (1 + ϵ )m个

编码符号后，通过HBMC译码算法[25]，接收端能

够以 1 - e
-Ω ( )ϵ2m

的概率恢复出 U，其中 Ω表示

下界。

HBMC的生成矩阵G是根据特殊的规则进行构

造的[26]。如图3所示，G由多个随机生成的矩阵Gh'

按阶排列而成，称Gh'为HBMC的束。G中共有 h

阶不同的束，其中 h = log ( 1

ϵ2 )，h' ∈ {1,⋯,h}。给

定 度 分 布 ωh'， 满 足∑
h'
ωh' =1 + ϵ， 各 阶 的

Gh' ∈ F
ωh'

1 + ϵ
cmh' × mh'，mh' =

m

2h - h'。除 G1 外，每个 Gh'

之上都有两个相同大小的Gh' - 1，易知m1 =
m

2h - 1
=

2ϵ2m，mh = m。这种结构被称为阶束结构。阶束

结构既能够通过度分布的设计提高译码成功概率，

也能够保证G具有良好的稀疏性，降低编译码复

杂度。

掉队节点的本质是“部分节点计算结果延迟或

缺失，但仍可能完成部分计算任务”，对应删除信

道中“符号部分丢失”的特性。而HBMC的阶束

结构可以恢复部分丢失符号——其生成矩阵G由多

阶束Gh'组成，低阶束（h'较小）对应细粒度子任

务，高阶束（h'较大）对应聚合任务，即使部分低

阶束计算结果缺失，主节点仍可通过高阶束的部分

计算结果补充译码，不需要完全舍弃掉队节点的计

算贡献。

3.2　F-HB方案

F-HB的主节点依据3.1节所述构造规则，构造

固定码率的 HBMC 生成矩阵 G，并计算 B = GA。

可 以 将 A 视 作 由 n 列 信 息 序 列 构 造 的 矩 阵

(U1,U2,⋯,Un )，将B视作 (V1,V2,⋯,Vn )，将节点掉

队视作删除部分行。主节点如图2所示进行任务分

发。在收到任意 d͂个节点返回的计算结果后，主节

点通过HBMC译码算法，能够以1 - e
-Ω ( )ϵ2m

的概率

译码得到y = Ax。

相较先前固定码率CDC方案，在译码成功概

率和恢复阈值相近的条件下，F-HB的编译码复杂

度更低。

3.3　R-HB方案

随着系统中掉队节点数的增加，固定码率

CDC 方案会造成更多计算资源的浪费。基于

HBMC的无速率特性，本文提出一种无速率CDC

方案——R-HB来解决该问题。

如图4所示，R-HB的主节点产生编码符号Bj=

Gj A并发送给当前的空闲节点，其中Gj为G的任意

子行。第 i 个节点收到 Bj 后，会在本地计算 y͂i,j =

Bj x，并将结果返回主节点，同时转为空闲状态，

等待下一次任务。在收到任意(1 + ϵ )m个返回的计

算结果后，主节点通过HBMC译码算法，能够以

1 - e
-Ω ( )ϵ2m

的概率译码得到y = Ax。

在实现低编译码复杂度的基础上，R-HB通过

任务细分的方式，利用掉队节点参与部分计算，从

而改善计算资源浪费问题。

4　理论分析

本节对比不同编码方案的编译码复杂度和译码

成功概率，然后，从理论角度分析 F-HB与R-HB

的期望任务时间。

4.1　编译码复杂度和译码成功概率

参考文献[26]中的图1，以及文献[27]中的定理13

和定理17，得出编译码复杂度与译码成功概率对比

如表 1所示。需要注意的是，在m固定的条件下，

G1
G1

G1
G1

G1
G1

G1
G1

G2
G3

G4

G2

G2

G2

G3

图3　HBMC生成矩阵G（h = 4)
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为了确保HBMC具有高译码成功概率（一般达到

0.95以上），需要调整 ϵ，使其在满足 1 - e
-Ω ( )ϵ2m ≥ 

0.95条件下尽可能小。

从表1可以看出，在确保一定译码成功概率的

条件下，随着m增大，HBMC所需的编码冗余系数

ϵ可以减小，复杂度也会随之降低。具体地，当

ϵ ≪ log ( )m
m

且 ϵ ≪ log ( )n
m

时， HBMC 的编译码复

杂度可以低于MDS码与LT码。在实际的大规模矩

阵-向量乘计算任务中（特别地，当矩阵A为宽矩

阵时），与基于MDS码和LT码的CDC方案相比，

基于低 ϵ HBMC的CDC方案编译码时间更短。

4.2　任务时间

为分析分布式系统的计算时间，本文采用与文

献[21,28]类似的数学模型。假定系统各节点之间计

算相互独立，节点计算 s 次向量乘的计算时间为

Ts，其概率分布Fs(t )服从指数分布，即

Fs(t ) =
ì
í
î

ïï

ïïïï
1 - e

-λ ( )t
s
- α

,  t ≥ sα

            0  ,          t < sα
(1)

其中，λ和α是常数，λ与节点的计算性能相关，α

表示节点计算一次向量乘所需的最小时间，故Ts ≥
sα。在F-HB中，节点最多需要进行w次向量乘计

算。将 F-HB 完成分布式计算的时间记为 TF。显

然，其概率分布可以表示为

Pr {TF ≤ t} =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

∑
d = d͂ 

k

Fw( )t d( )1 - Fw( )t k - d( )k
d

  ,  t ≥ wα

                              0    ,                          t < wα

(2)

因此，F-HB完成分布式计算的期望时间为

E (TF ) = ∫
0

∞

(1 - Pr {TF ≤ t} )dt (3)

在R-HB中，主节点会将单次向量乘任务交由

当前空闲节点计算。节点计算单次向量乘的时间概

率分布为F1(t )。由于节点所计算的向量乘相互独

立 ， 此 时 Fs(t ) 服 从 s 阶 埃 尔 朗 分 布 ， 即

Fs(t )~Erlang ( s,λ )。各节点最多计算 (1 + ϵ )m次向

量乘，且系统收到的返回结果不会超过 (1 + ϵ )m

个。将第 i个节点在 t时刻计算的向量乘次数记为

Si(t )，则

Si(t ) ∽ ( 0
1 - F1( )t    1

F1( )t - F2( )t     ⋯⋯   

( )1 + ϵ m - 1
F( )1 + ϵ m - 1( )t - F( )1 + ϵ m( )t    ( )1 + ϵ m

F( )1 + ϵ m( )t ) (4)

将 t时刻R-HB中前k'个节点计算的向量乘次数

记为Mk'(t )，其中Mk'(t ) =∑
i = 1

k'
Si( )t ，系统总共完成

Mk(t )次计算。当系统的计算次数Mk(t ) ≥ (1 + ϵ )m

时，可近似看作计算完成。用TR表示R-HB完成分

布式计算的时间，其概率分布可以描述为

Pr {TR ≤ t} = Pr {Mk(t ) ≥ (1 + ϵ )m} = 1 -
Pr {Mk(t ) < (1 + ϵ )m} (5)

本文使用递推算法求解式(5)，其递推关系可

以用如图5所示的Trellis图表征。
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图4　采用无速率HBMC编码的分布式计算系统

  表1　 编译码复杂度与译码成功概率对比

编码方案

信息序列长

码字序列长

所需符号数

译码成功概率

编码时间复杂度

译码时间复杂度

MDS码

m

cm

m

1

O (m2 )
O (m2 )

LT码

m

cm

m + O ( m log2 (
m
δ

) )
1 - δ

O (m log (n ) )
O (m log (m) )

HBMC

m

cm

(1 + ϵ )m

1 - e
-Ω ( )ϵ2m

O (ϵm2 )
O (ϵm2 )
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Trellis图中的第 k'列表示当前已知计算次数的

节点总数为 k'，第 l行表示已知节点共完成的计算

次 数 Mk'(t ) = l， 其 中 k' ≤ k， Mk'(t ) < (1 + ϵ )m。

Trellis图中各状态发生概率由上一列状态概率转移

得到。具体来说，t时刻前 k'个节点的总计算次数

与前k' - 1个节点的总计算次数有关，即有

Pr {Mk'(t ) = l}=∑
l' = 0

l

Pr{Mk' - 1(t ) = l'}Pr { }Si( )t = l - l'

(6)

若 l = 0，则Pr{M0(t ) = l}= 1，否则Pr { M0( )t = 

l } = 0。因此，可以通过

Pr {Mk(t ) < (1 + ϵ )m} = ∑
l = 0

( )1 + ϵ m - 1

Pr{ }Mk( )t = l   (7)

对概率分布进行计算，同样，R-HB完成分布式计

算的期望时间为

E (TR ) = ∫
0

∞

(1 - Pr {TR ≤ t} )dt (8)

4.3　方案优化

在F-HB中，w的取值与c的设置有关，会影响

分布式计算的完成时间。假设系统中各节点在本地

能够存储 z个矩阵A，出现掉队的概率为Pstg。若系

统不存在掉队节点，应直接将(1 + ϵ )m行数据分发

给 k个节点进行计算，此时 c = 1 + ϵ。编码后数据

总量不应超过节点存储空间之和，故cm ≤ zmk。综

上可知

1 + ϵ ≤ c ≤ zk (9)

在实际分布式系统中，计算任务与节点总数往

往是固定的。在固定 k与m的条件下，下调 c会减

少各节点的计算时间，但也会增大掉队节点的影响。

理想情况下，期望冗余行数应恰好等于期望掉队节

点分配的向量乘次数，即[c - (1 + ϵ ) ]m = wkPstg，

故此时c =
1 + ϵ

1 - Pstg

为最优码率。

4.4　恢复阈值

在F-HB中，每个节点负责的编码子矩阵Bi的

行数为w，即每个节点完成计算后，向主节点返回

w行计算结果。因此，d个节点共计算dw行任务。

根据HBMC的译码特性，主节点至少收集(1 +

ϵ )m行计算结果，能够以高概率恢复最终结果 y =

Ax。由此，需要满足dw ≥ (1 + ϵ )m。

因而，可解节点数d满足

d ≥ ( )1 + ϵ m
w

在 HBMC 的生成矩阵 G 中，任意 (1 + ϵ )m 行

线性无关[26]。在F-HB方案中，编码矩阵B = GA，

其行向量为G的行向量与A的列向量的线性组合。

由于A为原始信息矩阵，G的行线性无关性可

传递至 B 的行线性无关性。因此，当 dw ≥ (1 +

ϵ )m时，d个节点的子矩阵Bi拼接后的矩阵（共dw

行）中，必然存在至少 (1 + ϵ )m个线性无关的行，

满足 HBMC 译码要求。

考虑到HBMC有概率译码失败，因此，F-HB

的恢复阈值 d͂ ≈ é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú( )1 + ϵ m

w
。相较于基于MDS码的

经典CDC方案的恢复阈值 d͂ * = é
ê
êêêê ù

ú
úúúúm

w
，F-HB的恢复

阈值仅多出 ϵd͂ *个计算节点。

由于无速率特性，R-HB不存在恢复阈值的理

论界。当主节点至少收集 (1 + ϵ )m行计算结果后，

能够以高概率恢复最终结果y = Ax，而这些结果可

能由多个甚至全体节点参与计算。

5　实验分析

本节展示HBMC译码成功概率的渐近下界和

仿真结果，并通过数值计算与实验仿真证明所提方

案的有效性。

5.1　译码成功概率

图 6刻画了文献[26]中HBMC译码成功概率的

渐近下界1 - e
-Ω ( )ϵ2m

及HBMC在删除信道仿真中的

译码成功概率。从图6可知，译码成功概率的实际

仿真结果不低于渐近下界，符合预期，且随着 ϵ的

增大，二者趋于1。随着m增大，在相同 ϵ条件下，

M1(t)=3 M2(t)=3 M3(t)=3 M4(t)=3

M1(t)=2 M2(t)=2 M3(t)=2 M4(t)=2

M1(t)=1 M2(t)=1 M3(t)=1 M4(t)=1

M1(t)=0M1(t)=0 M2(t)=0 M3(t)=0 M4(t)=0
P0(t)

P1(t)

P2(t)

P3(t)

图5　R-HB节点的Trellis图（m = 2，ϵ = 0.5，k = 4）
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HBMC的译码成功概率有所提高。在基于HBMC

的CDC方案中，掉队节点负责计算的数据可以看

作删除信道中被删除的信息，而这些信息可以通过

HBMC 恢复。因此，F-HB 与 R-HB 的译码成功概

率和HBMC保持一致，不低于渐近下界。

5.2　期望任务时间

本文通过数值计算，验证式(3)和式(8)的正确

性。采用式(1)定义的指数分布模型完成计算时间

的统计，并对比不同参数下F-HB、R-HB以及未编

码 分 布 式 计 算 （uncoded distributed computing，

UDC）方案的计算结果。

从图 7(a)可知，随着系统中节点数量增加，

F-HB 与 R-HB 的期望计算时间均明显下降，而

UDC案的期望任务时间下降速度缓慢或几乎不变。

这表明，在UDC系统中，掉队节点造成的负面影

响较大，降低了节点增加带来的性能增益。

λ与节点的计算性能相关，λ越大，表示系统

中节点完成计算任务的速度越快，出现掉队现象的

概率越低。从图 7 (b)可知，当 λ较小时，F-HB的

期望任务时间明显低于R-HB；当 λ较大时，F-HB

的期望任务时间则高于R-HB。这表明，在计算环

境良好的系统中，R-HB能够更有效地利用掉队节

点的计算性能，减少计算资源浪费，实现更短的任

务时间。

从图7(c)可知，CDC的期望计算时间会随计算

任务规模的增大而增大。在 ϵ固定的条件下，随着

m增大，F-HB与R-HB所需的额外计算次数增加，

故期望计算时间增长幅度更大。

5.3　仿真结果

实验采用 Intel(R) Xeon(R) Gold 6230 CPU @ 

2.10 GHz处理器、128 GB DDR4内存的计算平台，

在Python3.11的环境下进行仿真实验。

本文将所提 F-HB、R-HB 两类 CDC 方案部署

在上述服务器上，并与基于固定码率 MDS 码的
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图7　期望任务时间对比（ϵ = 0.25，c = 2.5，α = 0.2）
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CDC方案[11]（简称F-MDS）、基于固定码率低权重

码的CDC方案[14]（简称F-LW）、基于多项式码的

CDC 方案[22] （简称 RSP）、基于无速率 LT 码的

CDC 方案[23] （简称 R-LT）、基于固定码率 SC-

LDGM码的CDC方案[29]（简称 F-LDGM）进行性

能对比。各对比方案实验设置如表2所示。

实验通过 k个节点计算矩阵−向量乘Ax。为模

拟实际分布式系统中的掉队现象，本文主要参考文

献[30]的环境设置进行实验。当节点发生掉队问题

时，其计算速度远低于其他节点，或因争夺资源、

网络拥塞等原因，导致其结果返回时间增大，甚至

是无限大[7]。参考 AWS EC2 实际的计算延迟特

性[31]，实验采用尺度参数 θ = 0.2、形状参数 κ = 6

的伽马（Gamma）分布模拟计算延迟。

根据CDC方案的不同，实验将计算矩阵A进

行编码，并分配给各节点进行计算。默认节点已

知计算向量x。各个节点会在上述服务器上进行串

行计算。本文通过记录各个节点的索引及计算时

间，模拟不同CDC方案的并行计算过程。在仿真

环境中，相比编译码时间和计算时间，通信时延

较低，故本文实验不作通信时延的讨论。不同方

案、参数下各进行 1 000次仿真实验，并取平均完

成一次计算任务的时间作为衡量CDC方案计算性

能的度量。

图8(a)描绘了各CDC方案的平均计算时间与节

点数 k的关系。理论上，参与计算的节点数越多，

每个计算节点所负责的计算任务越少，计算时间应

越短。然而，在F-LW、RSP中，节点的任务大小

还取决于当前系统掉队节点的数量。在固定Pstg的

情况下，随着参与节点数的增加，上述系统中每个

节点所分配的计算任务并未减少，计算时间也未降

低，系统中节点存在掉队问题，使各CDC方案的

计算时间曲线呈现出波动的趋势。固定码率CDC

方案的计算时间，由接收到的d个结果中的最慢结

果返回时间决定。当非掉队节点个数小于 d͂时，系

统计算时间会显著上升。故该类方案的曲线的波动

幅度大。与 F-HB相比，F-MDS的恢复阈值更低，

因此，其计算时间会更短。F-LW通过信息叠加而

非编码冗余的方法处理掉队问题，其节点的计算任

务较少，计算时间较短。RSP的恢复阈值达到理论

最优恢复阈值，略优于所提方案，计算时间也较

短。由于无速率CDC方案的任务颗粒度细，系统

中的掉队节点能够参与部分计算，其计算时间较

F-HB更短，接近F-MDS。

基于低 ϵ的HBMC编译码复杂度可以低于其他

编码方法。从图 8(b)可以看出，对于实际的矩阵−
向量乘任务Ax，基于HBMC的CDC方案平均编译

码时间更短。随着掉队节点数增加，F-LW需要叠

加的信息增多，故编译码时间也显著增加。

从图 8(c)和图 8(d)可以看出，由于掉队节点的

影响，在不同任务规模下，CDC方案的计算性能

均优于UDC方案。基于HBMC的CDC方案平均编

译码时间更短，因此F-HB、R-HB的计算性能整体

上优于F-MDS、F-LDGM和R-LT。在固定Pstg的条

件下，随着计算节点个数的增加，基于HBMC的

CDC方案并不会增加编译码时间，且会显著减少

计算时间。在计算节点数较多的环境下，其计算性

能也优于F-LW、RSP。

从图 8(e)可以看出，所提方案在不同Pstg 的计

算环境下，均有较优的性能表现，其鲁棒性较好。

相较UDC方案，F-HB与R-HB的任务时间分别降

低68%与74%。

  表2　 各对比方案实验设置

对比方案

UDC[1]

F-MDS[11]

F-LW[14]

RSP[22]

R-LT[23]

F-HB[25]

R-HB[25]

F-LDGM[29]

编码方式

不编码

RS码

LW码

拉格朗日多

项式

LT码

HBMC

HBMC

SC-LDGM

关键参数

无相应编码参数

c =
1

1 - Pstg

c =
k
kA
≈ 1

1 - Pstg

c =

k
é

ê

ê
êê
ê ù

ú

ú
úú
úm

k (1 - Pstg )

m
≈ 1

1 - Pstg

ϵ =
ln ( )m

δ
 2

m

c =
1 + ϵ

1 - Pstg
，

ϵ = arg min 
ì
í
î
ϵ
|
|
||||1 - e

-Ω ( )ϵ2m ≥ 0.95
ü
ý
þ

ϵ = arg min 
ì
í
î
ϵ
|
|
||||1 - e

-Ω ( )ϵ2m ≥ 0.95
ü
ý
þ

c =
1

1 - Pstg
，ρ = 0.012

注：方案中未提及的参数，可由上述关键参数及给定参数推导计算得出。
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6　结束语

针对分布式计算中的掉队节点问题，基于

HBMC，本文提出F-HB以及R-HB两种加速矩阵−
向量乘计算的CDC方案，并从理论分析和仿真实

验两个方面证明所提方案的有效性。相较UDC方

案，F-HB 与 R-HB 的任务时间分别降低 68% 与

74%。所提两类方案均可推广到诸如傅里叶变换、

梯度下降等非线性的分布式计算系统中。

5

4

3

2

1

0 8 10 12 14 16 18

8
2
0
<
;
0

/s
8
2
9
>
;
0

/s

8
2
9
>
;
0

/s

8
2
9
>
;
0

/s

1+;k/-

5

4

3

2

1

0 8 10 12 14 16 18

8
2
(
A
5
;
0

/s

1+;k/-

8 10 12 14 16 18
1+;k/-

8 10 12 14 16 18
1+;k/-

+,1+-5Pstg

6

5

4

3

2

1

0

200

180

160

140

120

100

80

60

40

20

F-MDS
F-LW
R-LT
F-HB
R-HB
RSP
F-LDGM

R-HBB
RSP
F-LDGM

F-MDS
F-LW
R-LT
F-HB
R-HB
RSP
F-LDGM

F-MDS
F-LW
R-LT
UDC
F-HB
R-HB
RSP
F-LDGM

F-MDS
F-LW
R-LT
UDC
F-HB
R-HB
RSP

F-MDS
F-LW
R-LT
UDC
F-HB
R-HB
RSP
F-LDGM

200

175

150

125

100

75

50

25

0
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

(e) Ax9>;0

(d) Ax9>;0(c) Ax9>;0  400 400 400
2 2( , , 0.5)stgP×∈ ∈ =A xF F  1600 3000 3000

2 2( , , 0.5)stgP×∈ ∈ =A xF F

(b) Ax(A5;0(a) Ax0<;0  400 400 400
2 2( , , 0.5)stgP×∈ ∈ =A xF F  1600 3000 3000

2 2( , , 0.5)stgP×∈ ∈ =A xF F

 1600 3000 3000
2 2( , , 18)k×∈ ∈ =A xF F

图8　仿真时间对比
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